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Abstract: Ebben a cikkben azt elemezziik, hogy a gémbi szimmetriacsoportok koziil melyek talalhatok
meg ¢és melyek nem a Karpat-medencében legelterjedtebb viaszlevonatos tojasmintak kozott.
Megkiséreliink arra is valaszt adni, hogy ezekben miért pont az adott szimmetriaju diszitések jelennek meg.
El6tte attekintést adunk a tojasdiszités torténetérél, a fent emlitett diszitési technikarél. A cikk
megjelentetésével nem titkolt célunk az is, hogy ezt a hagyomanyt a hozza kapcsolodd mintakincesel minél
szélesebb korben ismertté tegyiik. A cikk masodik fejezetének szerzdje Nienhaus Roézsa, a Mives
Tojasmuzeum alapitoja.
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1.Bevezetés

A matematika és miivészet kapcsolatdban megkeriilhetetlen a szimmetria fogalma. A Kaposvari
Egyetemen tartott Matematika és miivészet 6raimra, az ElményMiihely foglalkozasaira késziilve a régi
tobb szdz, néha tobb ezer éves népmiivészeti alkotasokban meglepett az alkalmazott szimmetriak
gazdagsaga. M. C. Escher holland festémiivész munkainak, életének tanulmanyozéasa oOhatatlanul
elvezet az Alhambra csempéinek mintaihoz. Meglepd, hogy itt mind a 17 siklefedé szimmetriacsoport
megtalalhat6 [15]. Az Alhambra mintait kr. u. 13-15. szazadban készitették. A matematikusok a sikbeli
kristalycsoportok teljes osztalyozasat a 19. és 20. szazad forduldjan adtak meg. Ekkor bizonyitottak be
azt, hogy pontosan 17 ilyen csoport van. Gyakran fordul el6 a matematikdban, hogy egy tételt tobb
matematikus egymastdl fiiggetleniil, szinte egyidben bizonyit be. Itt is ez tortént. ,,Az E? euklideszi
sikban 17 kristalycsoport van. Ezek elso teljes felsorolasat Fjodorov kozolte (1890) a 219+11 térbeli
kristalycsoporttal egyiitt, amit vele egyidében Schoenflies (1891) is felfedezett. Fricke és Klein is
foglalkozott a sikbeli kristalycsoportokkal 1897-ben, majd Pélya Gyorgy 1924-ben. Nowacki absztrakt
modon irta le a kristalycsoportokat.” [14]

Mind a 17 csoport megtalalhat6 ez eredeti magyar népi himzéseken is, ezek sem az elmult 200 évben
késziiltek [9]. S6t Bérczi Szaniszlo felhivja a figyelmet arra, hogy a 7 friz szimmetria megtalalhat6 a
magyar honfoglalaskori diszitémiivészetben is [11]. Ezek, a friz szimmetridk, hianytalanul
megtalalhatok a magyar népi himzéseken [10], s6t akkor is az Gsszes elébukkan, ha csak a specialis
technikaju keresztszemes himzéseken vizsgaljuk.

A gdmbi szimmetriakra az ezer éves japan temari technika mutat példat. Eredetileg egyszer(i, gyermekek
szamara késziilt jatékgolyo volt, de a lenyligdz6 mintak elkészitésének modjat ma mar szamtalan
Youtube vide6 alapjan barki megtanulhatja [12]. A temari golyokban rejld matematikai tartalom és a
mivészet kapcsolatara a legnagyobb matematikai miivészeti vilagkonferencia Carolyn Yackel altal
jegyzett cikke is felhivja a figyelmet. [13]

A tojasmintakkal Gyorgyi Erzsébet [2] cikkében taldlkoztam el6szor rendszerezett formaban. A Mives
Tojas Muzeum (Zengdvarkony) alapitojaval létrejott kapcsolatom révén nyilt lehetdségem a tobb ezer
tojas kozott valtozatos diszité technikakkal megismerkedni, s azokat témankhoz kapcsoldddan
részletesen vizsgalni és elemezni. Azt vettem ¢észre, hogy a viaszlevonatos technikaval késziilt tojasok
rendelkeznek a leggazdagabb szimmetriaval. Ezért jelen cikk ezekkel foglalkozik, és a Mizeum fotod
anyagabdl valogatva ezekkel illusztralja az el6forduldé gombi szimmetridkat. ,,Ezzel az eljarassal késziilt
a jellegénél fogva archaikusnak itélhetd tojasdiszitmények tilnyomo része, és okunk van feltételezni,
hogy az altalunk vizsgalhat6 szaz évet megeldz6 évszazadokban paraszti kézen ez a technika lehetett
altalanos.” [2].



A tojas topologiailag homeomorf a gombbel, ez lehetdséget ad a tojasmintak és a gdmbi szimmetridk
Osszehasonlitasara. A mintak csoportositasa a gombi szimmetria csoportok rendszere szerint torténik.

Végezetiil, mint minden emberkéz altal készitett miialkotasnal meg kell emliteniink a disszimmetrial
fogalmat. A minta nem lehet teljesen, tokéletesen szimmetrikus, ez egyrészt kdszonhetd a minta
hordozojanak, a tojasnak, masrészt az emberi alkotds természetének.

2. A pore tojastol a himestojasig

A tojas, mint az élet hordozoja, adott esetben forrasa, kitlintetett kultirtorténeti jelentdséggel bir. A
kiilonbozo teremtés-mitoszok kdzponti eleme a tojas (Ostojas), melynek felosztasabol eredeztethetdk a
vilagmindenség elemei. Eurdpai vonatkozasban, mint teremtés-mitosz a Kalevala emlitend6 [4], [5].

A tojasdiszités Osi eredetli tevékenység. A tojasnak kiilonbozé népcsoportok varazser6t tulajdonitottak.
Diszitése vélhetden e varazserd fokozasat szolgalta. Kultikus targyként sirokba is helyezték. Az altalunk
ismert irodalmi hivatkozas szerint 60.000 éves egy Dél-Afrikai strucc-tojas lelet [6]. Magyar
vonatkozasban avar kori tojastoredék kertilt elé karcolt vonalakkal Mora Ferenc asatdsa soran [7]
Tovabbi eléfordulasokrol tesz emlitést tobbek kozt Tészabd Julia: attdrt kétojas Egyiptombol i.e. 500
koriil [5], Beluleszké Sandor: "Az a szokas, hogy husvétkor himes tojassal ajandékozzak meg egymast
a jo baratok, ismerdsok, osrégi, s rendkiviil elterjedt. A pogany kor tavaszi iinnepélyeiben gyokeredzik,
meg volt az okori népek legtobbjénél, Kinaban pl. mar tobb, mint 2000 éve ismeretes. Jelképes
kifejezoje volt annak az 6romnek, amelyet az ember tavasz kezdetén a természet feltamadasan,
Gjjasziiletésén érzett. Atvette a kereszténység is, mint a legtobb olyan szokast, amely a tanait elfogadott
népek hagyomanyain alapult. Szimbolikus jelentése ekkor annyiban valtozott, hogy ezentll Krisztus
feltamadasanak jelképezdje."[8].

Ezek a forrasok mutatjak a tojasdiszités 6si eredetét, a vilagban valo elterjedtségét. Az utols6 idézet
pedig elvezet a jelen huasvétjdhoz. Az innephez k&tddo, tojassal, tojasdiszitéssel kapcsolatos
hagyomanyok, szimbolika targyalasa terjedelmi okbdl jelen cikknek nem témaja. A gombi
szimmetridknak a diszitett tojasok mintazataval vald Osszevetését a Karpat medence erdélyi
tajegységeirdl szarmazd mintakkal diszitett tojasok bemutatasaval végezziik.

Zengdvarkony Pécs megyeszékhelytél 17 km-re, a Keleti Mecsek labanal, fest6i kornyezetben fekvo
kiskozség, gazdag népmiivészeti hagyomanyokkal. 2000. Aprilis 16. ota itt mitkddik a csak diszitett
tojasokat bemutat6 allandoé kiallitas, a Mives Tojas Muzeum in Figure 1. Kozel 5000 darabot szamlalo,
21 orszag 55 tajegységébodl szarmazd gylijteményébdl a vitrinekben mintegy 2000 mitargy,
tobbségiikben frott, festett, karcolt tojas lathato. Erdekesek a ratétes tojasok, ahol a mintazatot kiilonféle
anyagoknak a tojas feliiletére rogzitve alakitjdk ki. A Muzeum célja a tojasdiszté népmiivészet
hagyomanyainak megismertetése, targyi emlékeinek gylijtése és bemutatasa. A cikkben bemutatott
tojas- illusztraciok viaszlevonatos technikaval késziiltek.

Az egyik leggyakrabban alkalmazott diszité modszer a viasszal vald tojasiras in Figure 2. Alkalmas
eszkoz (iroka) segitségével a folyékony viasszal mintdkat rajzolunk a tojas feliiletére. A szabadon
maradt részeket festélébe meritve szinezhetjiik. Ha szaradas utan a viasz a feliileten marad, viaszratétes,
ha letoroljiik, viaszlevonatos tojast kapunk. Ezen egyszer(i munkaelemeket "miivészi szakszertiséggel"
ismételgetve sokszinii kompoziciot érhetiink el.

A husvéti tojasirast vidékenként valtozoan Nagycsiitortokon vagy Nagypénteken végezték. A folyamat,
mint minden anyagot alakito alkotdsnal, itt is az anyaggal, azaz a pére tojassal valo
ismerkedéssel kezdddik. Kézbe véve, simogatva ddl el, hogy milyen minta keril ra, amely legtobbszor
"menet kozben" alakul. Ez aldl kivétel az Erdélyben elterjedt veszett utas, vagy vétett utas minta, melyet
a legnehezebbnek tartottak és legel6szor irtak meg a tojasird asszonyok csendben és teljes figyelem
Osszpontositassal. A minta kiteritett rajza egy labirintus. Tojasra irasa technikailag sem kdnnyti feladat,
biztos kéz és jo aranyérzék sziikséges hozza.

! Disszimmetria a szimmetrianak egy kis sériilése. A jelenség, torvény, minta f& vonalaiban 61zi a szimmetriat, de részleteiben a szimmetria
nem feltétlentil érvényesiil.



Figure 1. Mives Tojds Miizeum, Zengbvarkony Figure 2. Tojdsiras viasszal, irékaval

3. Geometrikus feliiletoszto halozat a tojas feliiletén

A tojashimzés diszitménykincsének rendszerezése tobb szempontbol megtdrtént, egyik nagyon alapos
munka Gyorgyi Erzsébet tanulmanya [2]. Jelen cikk a rendszerezést a matematika oldalarol, a gdmbi
szimmetriacsoportok szerint kozeliti meg. Ugy tudjuk, hogy a viaszlevonatos tojasmintik ilyen
szempont szerinti osztalyozdsa még nem tortént meg.

,»A himes tojas diszitését a kovetkezo tényezOk alakitjak ki egylittesen: a diszitétechnika, a tojas
feliiletének felosztasa, az alkalmazott diszitmények, az esetleges feliratok, utobbi kettének a tojas osztott
vagy osztatlan feliiletén valo elhelyezése és a szinezés.” [2]. Szimmetridk szempontjabol benniinket a
feliiletosztas érdekel, ez befolyasolhatja az el6forduld szimmetriacsoportot.

A feliiletoszto vonalak hosszanti felezk, keresztfelezk, vagy ferde felezoparok lehetnek in Figure 3
and in Figure 4. A harmadik abra bal oldali képén oldalnézetbdl, a negyedik abran feliilnézetbdl lathatok
a hosszanti felez6k. Az ,,a”-val jeliilt vonalak az tgynevezett elsérendd, a ,,0”-vel jeldltek a masodrendii
felez6k. A harmadik abra kozépsé képe a keresztfelezéket szemlélteti, ,,b”-vel jeloltik a csak
egyszeriien keresztfelezonek nevezett vonalat, ,,a” a felsd felez6t, ,,c” az alsé felez6t mutatja. A

harmadik abra jobb oldali képén pedig a ferde felez6parok lathatok.

0

Figure 3. Feliiletoszté vonalak, oldalnézet



Figure 4. Feliiletoszté vonalak, feliilnézet

Sokaig fejtorést okozott szamomra az, hogy harmadrendii szimmetriak (akar tiikrozések, akar
elforgatasok) megjelennek a tojasokon, de 6todrendiick nem. Ha egy tojas feliiletén csak azonos tipust
(hosszanti felez6k, vagy keresztfelezok, vagy ferde felez6parok) feliiletosztd vonalakat huzunk meg,
harmadrendli szimmetriak sem jelenhetnének meg, mivel a vonalak mindig 2 hatvany részre osztjak a
tojas feliiletét. Ehhez fontos azt is megjegyezniink, hogy a tojasirok szimmetriara valo torekvését jelzi
az, hogyha a tojas als6 felében meghuznak egy keresztfelezot, vagy ferde felezot, akkor az a tojas also
felében is megjelenik. De, ha kiilénb6z6 tipusu feliiletosztd vonalak egyiittesen is megjelenhetnek a
tojas feliiletén, akkor mar 1étrejohetnek harmadrendli szimmetriak, de 6tddrendiiek nem. Kiilonb6zo
tipust osztovonalak két szokasos egyiittes megjelenését mutatja a tojas feliiletén az 5. abra. A bal oldali
rajzon jol lathato, hogy a pirossal jel6lt pontokban harom feliiletosztd vonal talalkozik. Tehat ezekben
a pontokban Iétrejohetnek harmadrendii forgas vagy tiikrozés szimmetriadk. Ez a feliiletosztas 48
haromszdget hozott létre, igy, ha egy minta az 5. 4bra rendszerét koveti lehet 48-ad rendi
szimmetriacsoport. Ha két, vagy négy egymas melletti haromszoget egyesit a minta a csoport rendje 24
¢és 12 is lehet. Masik felosztas is vezethet harmadrendii szimmetridhoz. A k6zépsd rajzon a hosszanti és
keresztfelez6ket huztuk meg. Igy a tojas feliiletén 16 haromszog és 16 négyszog keletkezett. A tojas két
végén elkeskenyedd formajabol kovetkezoen akkor kapunk viszonylag egyenletes felosztast, ha a
tizenhat négyszog mindegyikét haromszogekre bontjuk. fgy 16 + 2-16 = 48 haromszog keletkezik és itt
is lesznek olyan pontok, ahol 6 haromszog talalkozik. Ezeket valtakozo szinekkel vagy mintakkal
kitoltve itt is létrejohet harmadrendii szimmetria. Az 5. dbra jobb oldali képén egy ilyen modon
megfestett tojast lathatunk. Természetesen a harmadrendii szimmetriat tartalmazé mintdk nem csak
haromszogekbdl allhatnak, hanem tetsz6leges minta lehet ilyen, ami a bemutatott rendszereket koveti.

Figure 5.



4. Tojasmintak és gombi szimmetriacsoportok

Végtelen sok gdmbi szimmetriacsoport 1étezik, ezek 14 csaladba sorolhatok, ahogy az 1. tdblazatban
lathato. Vannak olyan szimmetriacsoportok, amelyekhez nagyon sok tojasmintat lehet talalni, ezek
kiilonosen kedveltek voltak a tojasirok korében, ilyenek példaul a 22N, *NN, *22N csoportok, ahol N
=2 és N =4 esetet is sok kiilonbdz6 minta jeleniti meg. Legnehezebben az utolsé vegyes csoporthoz, -
amely forgatast és eltolastiikrozést tartalmaz - talaltam mintat, egyetlen egyet a [2] irodalomban. Ez a
minta természetesen csak akkor felel meg a megadott csoport szimmetridinak, ha az esetlegesen
elhelyezett pottyoktol eltekintiink (in Figure 15.).

A mintakat elemezhetjiik Ggy is, hogy csak a rajz vonalait, a formakat vessziik figyelembe, a
tartomanyok kiilonb6zo kitoltését (mas szind tartomanyok, pottydzott, vonalkazott tartomanyok) nem.
Erre a 13. abran lathatd *332 csoport szimmetridjat kdvetd minta a példa. A bal oldali tojas mintaja
teljesen — a kitoltéseket is figyelembe véve - megfelel a csoportnak, a k6zépsé és jobb oldali csak akkor,
ha a szinezésektdl eltekintiink. Ki szeretném még emelni érdekességként a 332 csoporthoz tartozo 8.
abran lathato tojasmintat, ami az Escher féle sik-, vagy gdmblefed6 mintdkra emlékeztet. Itt a tojasfestd
egybevagd formakat rajzolt a tojasra, a minta 4 pottyos és 4 sima harmadrendi forgasszimmetrikus
tartomanybol all. A fundamentalis tartomany (fundamental domain) 1/3-ad pottyos és 1/3-ad sima
tartomany egyesitése, igy kijon a 12-ed rendii csoport (3*8=24, 24/2=12). Ha nem kiilonboztetnénk meg
a sima ¢és a pottyOs tartomanyokat, akkor 432 csoport lenne, amelynek fundamentalis tartomanya a ,,sz&p
harom karu alakzat” 1/3 része és az igy kapott csoport rendje 24 lenne.

Eszrevehetjiik, hogy a tisztan elforgatisokat, vagy tengelyes tikrozéseket tartalmazé csoportbol csak
azok hianyoznak, amelyek 6todrendii szimmetriat tartalmaznak. A vegyes csoportokbol kettéhoz nincs
tojasminta, de mar emlitettem, hogy az utolséhoz is csak nehezen talaltam egy nem teljesen megfeleld
példat.

s A tojas A tojas

A gombi A gombi szimmetria | szimmetria s

csoport jele csoport csoportjanak | csoportjanak A tojds képe
rendje . A
jele rendje
Csak forgasszimmetriat tartalmazo csoportok
NN N 44 4 Figure 6.
22N 2N 226 12 Figure 7.
332 12 332 12 Figure 8.
432 24 432 24 Figure 9.
532 60 — — —
Csak tengelyes tiikrozést tartalmazo szimmetriacsoportok
*NN 2N *22 4N Figure 10.
*22N 4N *224 16 Figure 11.
*432 48 *432 48 Figure 12.
*532 120 — — —
*332 24 *332 24 Figure 13.
Vegyes, tengelyes tiikrozést, forgatast, esetleg eltolas tiikrozést egyarant
tartalmazd szimmetriacsoportok

3*2 24 — — —
N* 2N — — —
2*N 4N 2*3 12 Figure 14.
NX 2N 4x 8 Figure 15.

Table 1. 4 gombi szimmetriacsoportok dttekintése




Figure 6. Figure 7.

Figure 8. Figure 9.

Figure 10. Figure 11.



Figure 12.

Figure 13.

Figure 14. Figure 15.

Kovetkeztetések

A matematika és miivészet kapcsolatara, pontosabban a matematika és a népmiivészet kapcsolatara a
tojasmintakban rejlé szimmetria is ravilagit. Tobb kiilonboz6é mintagylijteményt attekintve, tojasirokkal
konzultalva a legtobb szimmetriacsoporthoz sikeriilt mintakat talalni. (Ha az olvasok koziil valakinek
tudomasa van valamely hianyzé mintardl és elkiildi, kdszonettel vessziik.) A szerzok egyike az
ElményMiihely alapit6 tagja és kutatasi koordinatora, igy fontosnak tartjuk az ElményMiihely egyik £6
torekvését a STEAM (Science, Technology, Engineering, Arts, Mathematics) oktatas tamogatasat.
Terveink kozott szerepel, hogy a husvéti iinnepek eldtti héten a Zeng6varkonyi Mives Tojas
Miizeumban ElményMiihely foglalkozast tartsuk gyerekeknek, ahol nemcsak a tojashimzés



technikdjaval, hanem a mintak szimmetriajaval is megismerkedhetnek, és igy, jatékos alkotas kozben

észrevétleniil elsajatithatnak matematikai tartalmakat is.
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